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一、高等数学部分（34） 

第 1 章   函数  极限  连续（5） 

【例 1】 

求极限
( )

0 2 3

3+2 tan 3
lim 13sin cos

x x

x

x

x x
x

→

−

+
  

解：因为

3 3

2 20 0

1 1cos cos
lim =lim 0

3sin 3x x

x x
x x
x x→ →

= ，所以 2 3 2 213sin cos ~ 3sin ~ 3x x x x
x

+ . 

 

( ) ( )
20 02 3

3+2 tan 3 3+2 tan 3
lim lim1 33sin cos

x xx x

x x

x x
xx x

x
→ →

− −
=

+
 

20

23 1+ tan 1
3

lim
3

x
x

x

x

x→

  −  
   =  

2ln 1+ tan
3

20

1lim
3

x x

x

e
x


 
 

→

−
=    （利用等价无穷小 1 ~xe x− ） 

20

2ln 1+ tan
3lim

3x

x x

x→


 
 = （利用等价无穷小 ln(1 ) ~x x+ ） 

20

2 tan
3lim
3x

x x

x→

⋅
= （利用等价无穷小 tan ~x x ） 

 

20

2
23lim

3 9x

x x

x→

⋅
= = . 
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【例 2】 

求极限 4
1

( 1)( )lim
n

n
i

n i n i
n→∞

=

+ − +∑   

解： 

因为 4
1 1 1

1 1 ( 1)( ) 11 1
n n n

i i i

i n i n i i
n n n n n= = =

− + − +  + < < +   
  

∑ ∑ ∑   

又
1

0
1

1 3lim 1 (1 )
2

n

n i

i x dx
n n→∞

=

 + = + = 
 

∑ ∫ ，
1

0
1

1 1 3lim 1 (1 )
2

n

n
i

i x dx
n n→∞

=

−  + = + = 
 

∑ ∫ . 

所以 4
1

( 1)( )lim
n

n
i

n i n i
n→∞

=

+ − +∑ 3
2

= . 

 
【例 3】 

（1）设 2 2( ) , ( ( )) 2 3f x x f x x xϕ= = − + + 且 ( ) 0xϕ ≥ ，求 ( )xϕ 及其定义域与值域； 

（2）求 ( )2
3

1

1 1lim
( )

n

n
i

i n i
n n xϕ→∞

=

−
+∑   
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【例 4】 

（1）证明方程 2ln(1 )x x= + 在 ( )0,+∞  内有唯一实根ξ ； 

（2）任意取 1x x> ， ( )1 2ln(1 ) 1,2,n nx x n+ = + =  ，证明 lim nn
x x

→∞
= . 
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【例 5】设可导函数 ( )f x 在[ ],a b 上满足 ( )a f x b< < ，
[ ],

max ( ) 1
x a b

f x
∈

′ <  ， 

（I）证明： ( )x f x= 在 ( ),a b 内有唯一实根 *x  ； 

（II）任意 [ ]0 ,x a b∈ ， ( )1
1 ( )
2n n nx x f x+ = +  （ 0,1,2,n =   ），证明： *lim nn

x x
→∞

= . 

解： 

（I）令 ( ) ( )F x f x x= − ，因为 ( ) ( ) 0F a f a a= − > ， ( ) ( ) 0F b f b b= − < ，由零点定理得存在 * ( , )x a b∈ ，

使 * * *( ) ( ) 0F x f x x= − = .（下面证唯一性）. 

由
[ ],

max ( ) 1 1 ( ) 1
x a b

f x f x
∈

′ ′< ⇒ − < < ，得 ( ) ( ) 1 0F x f x′ ′= − < ，则 ( )F x 单调递减. 

综上， ( )x f x= 在 ( ),a b 内有唯一实根 *x . 

 

（II） ( ) ( )1 1 1
1 1( ) ( )
2 2n n n n n nx x x f x x f x+ − −− = + − +  

             ( ) ( )1 1
1 1 ( ) ( )
2 2n n n nx x f x f x− −= − + −  

             ( ) ( )1 1
1 1 ( )
2 2n n n nx x f x xx− −′= − + −   

             ( )[ ]1
1 1 ( )
2 n nx x f x− ′= − +   

得 1

1

1 ( ) 0n n

n n

x x f
x x

x+

−

− ′= + > ⇒
−

{ }nx 单调. 

又 0a x b≤ ≤ ， 

( ) ( )1 0 0 1 1
1 1( ) [ , ], , ( ) [ , ]
2 2n n nx x f x a b x x f x a b− −= + ∈ = + ∈ ，则{ }nx 有界. 

所以{ }nx 有极限，设 lim nn
x k

→∞
= ，由 ( )1

1 ( )
2n n nx x f x+ = + 两边取极限得 

( ) *1 ( ) ( )
2

k k f k k f k k x= + ⇒ = ⇒ = . 

综上，
*lim nn

x x
→∞

= . 
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第 2 章  一元函数微分学（7） 

 
【例 1】 

设 ( )f x 是多项式函数，其最高次幂项的系数为 1. 已知曲线 sin sin ( )
2
xy f f xπ = − 

 
 在 0, 1x x= = 处与

x 轴相切，试求次数最低的多项式 ( )f x 的表达式. 
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【例 2】 

设可导函数满足 ( ) 0f x M′ ≥ > ,
1 0
2

f  ≥ 
 

，则在下列哪个区间上
1( )
4

f x M≥ (   ). 

(A)
10,
4

 
  

  (B) 
1 2,
4 4
 
  

 (C) 
2 3,
4 4
 
  

 (D) 
3 ,1
4
 
  

 

解：因为 ( ) 0f x M′ ≥ > ，所以 ( )f x   . 

由 ( )3 2 1 1
4 4 4 4

f f f M   ′− = ⋅ ≥   
  

ξ , 

3 1 1 1
4 2 4 4

f f M M  ≥ + =   
  

，又 ( )f x ，所以
3 ,1
4
 
  

上
1( )
4

f x M≥ . 

 

【例 3】设 ( )f x 在[ ]0,+∞  上二阶可导， (0) 0, ( ) 0,0 ,f f x a b′′= < < <  当a x b< < 有下列（   ）成立. 

(A) ( ) ( )af x xf a>   (B) ( ) ( )bf x xf b>   

(C) ( ) ( )xf x bf b<  (D) ( ) ( )xf x af a>  

解：(A)、(B)利用
( )f x
x

的单调性；(C)、(D)利用 ( )xf x 的单调性. 

令
( )( ) f xF x
x

= ，则 

2

( ) ( )( ) f x x f xF x
x

′ −′ =
[ ]

2

( ) ( ) (0)f x x f x f
x

′ − −
=  

      ( )2

( ) ( ) 0f x x f x x
x

′ ′−
= < <

x x  

      
[ ]

2

( ) ( )f x f x
x

′ ′−
=

x
 

因为 ( ) 0 ( ) ( ) ( )f x f x f x f′′ ′ ′ ′< ⇒ ↓⇒ < x  ，故 ( ) 0F x′ < ，所以
( ) ( )f x f b
x b

> ，(B)正确. 
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【 例 4】 

( )f x′ 图像如下图所示，已知 (0) 2f = ，下图区域的面积为 1 2 33, 4, 2S S S= = = , 

 

则 ( )f x 在[ ]0,4 上的最大值=        ，最小值=        . 

解：
1

0
(1) (0) ( ) 2 ( 3) 1f f f x dx′= + = + − = −∫ ；（最小值） 

    
3

1
(3) (1) ( ) 1 4 3f f f x dx′= + = − + =∫ ；（最大值） 

    
4

3
(4) (3) ( ) 3 2 1f f f x dx′= + = − =∫ . 

 

【例 5】比较积分大小 
0

(sin 3)x dx+∫
π

   
2

(sin 3)x dx+∫
π

π
 

 

【例 6】 ( )y f x= ， ( )y f x′= ， ( )y f x′′= 的图像汇总在下列一张图中，则 1 2 3, ,l l l 分别对应（  ）. 

 
 

(A) ( )y f x= ， ( )y f x′= ， ( )y f x′′=  

(B) ( )y f x′= ， ( )y f x= ， ( )y f x′′=   

(C) ( )y f x′′= ， ( )y f x= ， ( )y f x′=  

(D) ( )y f x′′= ， ( )y f x′= ， ( )y f x=  

解：由图像知选 D. 
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【例 7】（数学三） 

 

 
解： 
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第 3 章  一元函数积分学（5） 

【例 1】
2 2 2

0
4 12y x x u du= −∫ ，求 y′ . 

解：
2 2 2

0
12x x u du−∫

xu t=令 2 2

0
12

x
t dt−∫ ， 

则
2 2

0
4 12

x
y t dt= −∫ ，所以 2 21 12 4 2 3

4
y x x′ = − ⋅ = −  . 

 
 
【例 2】 

 
【解析】 

 

 
 
【例 3】 
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【例 4】设 2( ) arcsin( 1) , (0) 0f x x f′ = − = ，则
1

0
( )I f x dx= =∫         . 

解： 
1 11

00 0
( ) ( ) ( )I f x dx xf x xf x dx′= = −∫ ∫  

       
1 2

0
(1) arcsin( 1)f x x dx= − −∫  

       
1 1 2

0 0
(0) ( ) arcsin( 1)f f x dx x x dx′= + − −∫ ∫  

       
1 12 2

0 0
0 arcsin( 1) arcsin( 1)x dx x x dx= + − − −∫ ∫  

       
1 2

0
(1 )arcsin(1 )x x dx= − −∫  

       
1 x t− =令 0 2

1
arcsin ( )t t dt−∫  

       
1 12 2 2

0 0

1arcsin arcsin
2

t t dt t dt= =∫ ∫  

       
1

4 2
π

= − . 
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【例 5】 
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第 4 章   多元函数微分学（3） 

【例 1】 

 

 
 
 
【例 2】 
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【例 3】 
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第 5 章   二重积分（4） 

 
【例 1】 

求

( )
( )2

1 00 2 2

1lim
1 1

t t x y

xt
dx e dy

t
+

−

→
+ −

∫ ∫  . 

 
【解析】 

 
 
 

【例 2】设
2 2( , ) 1 ( , )

D

f x y x y x y f u v dudv= + − + − + ∫∫  ， 

( , )f x y 在 D 上连续，区域 D 满足 2 2 4( 0, 0)x y x y+ ≤ ≥ ≥  ，求 ( , )f x y . 

解：令 ( , )
D

f u v dudv A=∫∫ ,原式两边在 D 上积分得到 

( )2 2( , )d d 1
D D D

f x y x y x y x y dxdy A dxdy= + − + − +∫∫ ∫∫ ∫∫  

区域 D 关于 y x= 对称，利用轮换对称性得到 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
2 2

2 2

1 1
1

2

1 .
D D

D

x y x y y x y x
x y x y dxdy dxdy

x y dxdy π

+ − + − + + − + −
+ − + − =

= + − =

∫∫ ∫∫

∫∫
 

由原式为 21 2
4

A A= + ⋅ ⋅π π ，得
1

A =
−
π
π

 ,所以 

2 2( , ) 1
1

f x y x y x y π
π

= + − + − +
−

. 
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【例 3】 

 

 
 
【例 4】（数学一、二） 

 

 

 

 

 
综上， 

           
 

  

第 16 页 共 75 页               2015.12.18 讲授 



2016 新东方考研数学点题讲义          朱杰编著 2015.12.18 

第 6 章   微分方程（2） 

【例 1】 

 

 

 
 
【例 2】 
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第 7 章   无穷级数（4） 

【例 1】 
1） 

 

 
 
2） 

 

 

 
 
3） 
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【例 2】 

 
解： 

 

 
【例 3】（数学一） 
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【例 4】（数学一） 
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第 8 章   多元微积分续（数一）（4） 

 
【例 1】 

 

 

 
【例 2】 

设曲线 L 是 ( , )y f x y′ =  一条封闭曲线的正向， 

其所为的面积为 A，则 ( , )
( , )L

yI xf x y dx dy
f x y

= − =∫         . 

解： ( , )
( , )L

yI xf x y dx dy
f x y

= −∫  

     ( , )
( , )L

yxy dx f x y dx
f x y

′= −∫  

     
L

xdy ydx= −∫  

     
Green

(1 1)d 2
D

A+ =∫∫ σ . 
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【例 3】 

 

 

 

 
 
【例 4】 

 

 

 

代入 
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2 2 2

3 3 3 3 32 2 23 2

0 0 0

1 cossin cos cos cos cos
8 2 2 8 8 4 2

L
y dx z dy x dz

R R t R R R ttdt tdt t t dt
π π π

+ +

  −
= − + ⋅ ⋅ + + + ⋅  

  

∫

∫ ∫ ∫


  

31
4

Rπ= −   
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二、线性代数部分（16） 

第 1 部分 行列式与矩阵（3） 

【例 1】 

设 A,B为3阶相似非零矩阵，矩阵 ( )ija=A 满足 ( , 1, 2,3)ij ija i j= =A ， ijA 为 ija 的代数余子式，矩阵

B 满足 | 2 | | 3 | 0+ = + =E B E B ，行列式 * *| |− + − =A B A B E         .  

【详解】 * * *| | | ( ) ( ) |− + − = − + −A B A B E A B E B E  

                          *| ( )( ) |= + −A E B E *| | | |= + ⋅ −A E B E  

由 ( , 1, 2,3)ij ija i j= =A 可知， *=A AT ，于是 

* 3 2 3= =| | | | | | | | | | | |=0⇒ = ⇒ = ⇒AA AA A E AA A A A AT T 或 | |=1A . 

因为 ≠A O ，不妨假定 11 0a ≠ ，所以  

2 2 2
11 11 12 12 13 13 11 12 13| | 0a a a a a a= + + = + + ≠A A A A ， 

故 | | 1=A . 

又由题设可知， A,B相似，所以 A,B有相同的特征值，且 | | | | 1= =B A . 

由 | 2 | | 3 | 0+ = + =E B E B 可知， B 有特征值 1 2
1 1, ,
2 3

λ λ= − = − 设另外一个特征值为 3λ ，则有

1 2 3 3 3
1 1( )( ) 1 6
2 3

λ λ λ λ λ= − − = ⇒ = . 所以 A,B的特征值为 1 2 3
1 1, , 6
2 3

λ λ λ= − = − = . 

于是 

*
1 2 3

1 2 7| | | | | | ( 1)( 1)( 1) 7
2 3 3

λ λ λ+ = + = + = + + + = ⋅ ⋅ =A E A E A ET
， 

1 2 3
3 4| | ( 1)( 1)( 1) ( ) ( ) 5 10
2 3

λ λ λ− = − − − = − ⋅ − ⋅ =B E .  

故 * * 70| |
3

− + − =A B A B E .  
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【例 2】 

 对三阶矩阵 A  的伴随矩阵 *A 先交换第一行与第三行，然后将第二列的﹣2 倍加到第三列得−E ,且

0>A , 则 A等于（   ）. 
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【例 3】 

 设矩阵

1 1 2
1 2 1
2 1 1

− 
= − 

 − 

A  ,则下列矩阵中与矩阵 A等价、合同但不相似的是（  ）. 
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第 2 部分 方程组与向量组（6） 

【例 1】 

 设 ( )1 2, , , nA α α α=  ， ( )1 2, , , nB β β β=  ，且 1 2, , , , ,nα α α α 1 2, , , ,nβ β β β 的秩为 r .已知

( )r A s= ，且 AX α= 有解， ( )r B t= ，且 BX β= 无解,则(    ) 

(A) r s t= +         (B) 1r s t= + +           (C) r s t≤ +         (D) 1r s t≤ + +  
【详解】应选（D） 

由 AX α= 有解 , ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,n nr r sα α α α α α α= =  ， 

而 BX β= 无解， ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,n nr rβ β β β β β β≠  ， 

由于 ( )1 2, , , nr tβ β β = ，则 ( )1 2, , , , 1nr tβ β β β = + ， 

( )1 2 1 2, , , , , , , , ,n nr α α α α β β β β ≤  ( )1 2, , , ,nr α α α α ( )1 2, , , , 1nr s tβ β β β+ = + + . 

 
 
【例 2】 

 设 ( )1 2 3 4, , ,A α α α α= 是 4 阶矩阵, A∗为 A的伴随矩阵，若 (1,0,1,0)T
是方程组 0AX = 的基础解系，

则 0A X∗ = 的基础解系可为(    ) 

(A) 1 3,α α            (B) 1 2,α α          (C) 1 2 3, ,α α α          (D) 2 3 4, ,α α α           

【详解】应选（D） 

       由 ( )1 0 1 0 T
是方程组 0AX = 的基础解系, 得4 ( ) 1r A- = ， ( ) 3r A = ，则 ( ) 1r A( = ，

4 ( ) 3r A(- = ，故 0A X∗ = 的基础解系含有 3 个解向量. 

      又由于 0A A A E∗ = = ,即 ( )1 2 3 4, , , 0A α α α α∗ = ，则 1 2 3 4, , ,α α α α 都是 0A X∗ = 的解. 

       因为 ( )1 0 1 0 T
是方程组 0AX = 的解，所以 1 2 3 40 0 0α α α α+ + + = ，即 1 3,α α 线性相关，则

0A X∗ = 的基础解系只可为 2 3 4, ,α α α . 
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【例 3】 

已知矩阵
1 2
2 x


= 
 

A ，
3 1
1

B
y


= 
 

，当参数 ,x y  满足什么条件时 

矩阵方程 =AX B有解但 =BY A无解. 
 

 
 
【例 4】 

设线性方程组(I) 1 2

2 4

0,
0,

x x
x x
+ =

 − =
 (II) 1 2 3

2 3 4

0,
0.

x x x
x x x
− + =

 − + =
 求方程(I)、(II)的公共解. 
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【例 5】 

 已知线性方程组(I)
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 1,
4,

3 2 ,

x x ax x
x x x bx
x x x x c

− + + − =
 + − + =
 + + + =

 和 

线性方程组(II)
1 4

2 4

3 4

1,
2 2,

1,

x x
x x
x x

+ =
 − =
 + = −

是同解方程组.求 , , .a b c   
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【例 6】 

 设向量组
1 2 3

1 1 1
1 , 1 , 1
1 2 a

β β β
−     

     = = =     
     
     

与
1 2

1 0
0 , 1
b c

α α
   
   = =   
   
   

等价。 

（1）求向量组 1 2 3, ,β β β 的秩； 

（2）求参数 , ,a b c 的值； 

（3）记 1 2 1 2 3( , ), ( , , )A Bα α β β β= = ，求矩阵 X ，使得 AX B= 。 
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第 3 部分 特征值、特征向量与二次型（7） 

【例 1】 

 设 A为4 阶实对称矩阵，且
2 2 3A A E O+ − = ，若 ( ) 1r A E− = ，则二次型 TX AX 在正交变换下的标

准形是（    ）． 

（A） 2 2 2 2
1 2 3 43y y y y+ + −                （B） 2 2 2 2

1 2 3 43 3 3y y y y− − −  

（C） 2 2 2 2
1 2 3 43 3y y y y+ − −               （D） 2 2 2 2

1 2 3 4y y y y+ + −  

答案：选（A）． 

解：
2 2 3A A E O+ − = ， A的特征值λ满足

2 2 3 0λ λ+ − = ， ( 3)( 1) 0λ λ+ − = ， 1λ = 或 3λ = − ． 

由于 ( ) 1r A E− = ，( ) 0A E x− = 有三个无关的解，所以 1 1λ = 为 A的三重特征值，从而 4 3λ = − 为 A

的单根特征值，从而 A的特征值为1,1,1, 3− ，选（A）． 

 
【例 2】 

 设 A， B 为 2 阶方阵，且
a b

A
c d
 

=  
 

  

（I）若 0A < ，证明 A  相似于对角阵； 

（II）若 0bc > ，证明 A  可相似于对角阵； 

（III）若 0A < ，且 AB BA=  ，证明 B  可相似于对角阵； 

（IV）若 2, 1, ,a d ad bc b c+ = − = 不全为 0，证明 A 不与任何对角阵相似. 

（V）若矩阵
1
2 2

a 
 
 

不与对角阵相似，则参数a =      . 
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（IV） 

 
（V） 
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【例 3】 

 设  A  为 3 阶方阵， 1 2 3, ,ξ ξ ξ  为三维线性无关的列向量，且 1 12Aξ ξ= ， 2 2 33 2Aξ ξ ξ= + ， 

3 2 32 3Aξ ξ ξ= + ，（I）求 A ；（II）证明 A可对角化，若 1 2 3

1 0 0
0 , 1 , 1 ,
0 1 1

ξ ξ ξ
     
     = = =     
     −     

 求可逆矩阵 P ，

使得 1 .P AP− = Λ   
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  由于 1 1 1 1Q AQ B UAU U Q AQU− − − −= = ⇒ = Λ   

 记

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 2 0
0 1 1 0 1 1 0 0 2

P QU
    
    = = =    

    − −    

  

 

 
 
【例 4】 

设 3 阶方阵 A有特征值 1（二重）和 －1， 1 2

1 0
1 , 1
1 1

α α
  
  = =  

   
  

 是其相应于特征值 1 的特征向量，

3

0
0
1

α

= 

 
 

 是其相应于特征值－1 的特征向量. 

I)求 A及 9999A   

II)若 3 阶实对称矩阵 B 特征值也是 1（二重）和 －1，证明： A  与 B 必定相似 
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【例 5】 

假设 n 阶矩阵 A  满足 2 2=A A  . 

I)证明：秩 ( )2 −E A +秩 ( ) n=A ，并且矩阵 A可相似对角化； 

II)若秩 ( ) r=A ，求行列式 +A E 的值 
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【例 6】 

已知三元二次型 Tf x Ax= 的平方项系数均为 0 且 16A = − , ( )1,2, 1 T= −α 满足 * 8A = −α α   

(1)求该二次型的表达式； 

(2)求正交变换 x Py=  把二次型 Tf x Ax= 化为标准型，并写出所用的坐标变换； 

(3)若 A kE+ 正定，求 k 的值； 

(4)在 2 2 2
1 2 3 1x x x+ + = 条件下，求 Tf x Ax= 的最值. 
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(4) 在 ( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1TT T T T Tx x x y y y+ + = = = = = = + + =x x Py Py y P Py y Ey y y 条 件 下 ，

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 3 32 2 4 2( ) 6 2 6f y y y y y y y y= + − = + + − = − ，又 2

30 1y≤ ≤  ，所以 max min2, 4f f= = −  . 
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【例 7】 

 已知 为三阶实对称阵， 为 的伴随矩阵， ， 为三阶可逆矩阵， 的第一列为 ，

，则 

（Ⅰ） 求 ； 

（Ⅱ） 设 ，当 为何值时，二次曲面 为圆柱面，其中 ．【数学一】 

解：（Ⅰ）解法一 的特征值为 ，又因为 ，从而 ，故 的特征值为 ． 

记 的第一列 ，由题意知 ，所以 ，而对 的特征值 对应

的特征向量 ，满足 ，取 ， ，从而取矩阵

，即有 ， 

故 ． 

解法二  因为 ，从而 ， 

，则 ，两边同乘 ，可知 ，因为 可逆，故

. 

记 的第一列 ，由题意知 ，而对 的特征值 对应的特征向量

，满足 ，取 ， ，从而取矩阵 ，

即有 ， 

A *A A 0A > P P (1,1, 1)T−

1 *
1 0 0
0 2 0
0 0 2

P A P−
 
 = − 
 − 

A

B A kE= + k 1Tx Bx = − 1 2 3( , , )Tx x x x=

*A 1, 2, 2− − 2* 4A A= = 2A = A 2, 1, 1− −

P 1(1,1, 1)T α− = *
1 1A α α= 1 12Aα α= A 2 3 1λ λ= = −

1 2 3( , , )Tx x x 1 2 3 0x x x+ − = 2 ( 1,1,0)Tα = − 3 (1,1,2)Tα =

1 1 1
1 1 1
1 0 2

P
− 

 =  
 − 

1
2 0 0
0 1 0
0 0 1

P AP−
 
 = − 
 − 

1
2 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0

A P P−
−   

   = − = −   
   − − −   

2* 4A A= = 2A =

1 *
1 0 0
0 2 0
0 0 2

P A P−
 
 = − = Λ 
 − 

*A P P= Λ A A P AP= Λ Λ

1 1 1
2

1
1

A A P P P P− − −
 
 = Λ = − 
 − 

P 1(1,1, 1)T α− = *
1 1A α α= *A 2 3 2λ λ= = −

1 2 3( , , )Tx x x 1 2 3 0x x x+ − = 2 ( 1,1,0)Tα = − 3 (1,1,2)Tα =

1 1 1
1 1 1
1 0 2

P
− 

 =  
 − 

1
2 0 0
0 1 0
0 0 1

P AP−
 
 = − 
 − 
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故 ． 

 

（Ⅱ） ， 的特征值为 ，在正交变换下 

， 

可见当 时，二次曲面化为 为圆柱面． 

  

1
2 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0

A P P−
−   

   = − = −   
   − − −   

B A kE= + B 2 , 1 , 1k k k+ − + − +

2 2 2
1 2 3(2 ) ( 1) ( 1) 1Tx Bx k y k y k y= + + − + − = −

2k = − 2 2
2 33 3 1y y+ =
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三、概率统计部分（数学一、三）（30） 

第 1 部分 随机事件与概率（2） 

 
【例 1】 

设 A，B 是随机事件， ( ) 0.4, ( ) 0.2, ( ) ( ) 1P A P AB P A B P A B= = + = ，则 ( )P A B =          . 

【答案】0.7 

【分析】由于 ( | ) ( | ) 1P A B P A B+ = ，因此 A , B 相互独立，从而 0.2 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= = ，于是

( ) 0.5P B = ，故 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.4 0.5 0.2 0.7P A B P A P B P AB= + − = + − = . 

 
【例 2】 
某种产品分正品和次品，次品不许出厂.出厂的产品 4 件装一箱，检验前每箱中装入 0,1,2,3,4 件正品是等可

能的，并以箱为单位出售.由于疏忽，有一批产品未经检验就直接装箱出厂，某客户打开其中的一箱，从中

任意取出一件是正品的条件下，这一箱里没有次品的概率=         . 
【答案】2/5 

【分析】令 ={取出为正品}，  tB ={箱子中有 i 个正品}，  . 

由已知条件， ， , ，     

由全概率公式，  . 

从一箱中取出一件是正品，而这箱中没有次品，即求 )|( 4 ABP ，可用贝叶斯公式：                  

. 

 
  

A 4,3,2,1,0=t

5
1)( =tBP

4
)( tBAP t = 4,3,2,1,0=t

∑∑
==

=⋅==
4

00 2
1

4
1

5
1)()()(

t
tt

n

t
tBAPBPAP

5
2

)(
)()(

)( 44
4 ==

AP
BAPBP

ABP
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第 2 部分 一维随机变量分布及数字特征（7） 

【例题 1】 
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【例题 2】 

产品寿命 X 是一个随机变量,其分布函数与概率密度数分别为 ( ), ( )F x f x .产品已工作到时刻 x ，在时刻 x

后的单位时间 x∆ 内发生失效的概率称为产品在时刻 x 的瞬时失效率，记为 ( )xλ ，  

（I）证明：
( )( )

1 ( )
f xx
F x

λ =
−

； 

（II）设某产品寿命的失效率函数为 ( )xλ α= ，其中 0α > 为参数，求产品寿命 X 的数学期望； 

【分析】综合考查了条件概率、指数分布、导数定义、微分方程、数字特征等问题 
【解】 

（I） 
0

( | )( ) lim
x

P x X x x X xx
x

l
∆ →

< ≤ + ∆ >
=

∆ 0

( , )lim
( )x

P x X x x X x
x P X x∆ →

< ≤ + ∆ >
=

∆ ⋅ >
 

        
[ ]0

( ) ( )lim
1 ( )x

P X x x P X x
x F x∆ →

≤ + ∆ − ≤
=

∆ ⋅ − 0

( ) ( ) 1lim
1 ( )x

F x x F x
x F x∆ →

+ ∆ −
= ⋅

∆ −
     

        

( )
1 ( )

f x
F x

=
−                                                                                                       

（II） 将 ( )xλ α= 代入得 
( )

1 ( )
F x

F x
α

′
=

−
[ ]( )ln 1 ( )F x ′= − − ， 

两边积分得 [ ]( )
0 0

d ln 1 ( ) d
x x

t F t tα ′= − −∫ ∫ ， 

            [ ]ln 1 ( )x C F xα + = − − ，即
( )1 ( ) x CF x e α− +− = ，        

由 (0) ( 0) 0F P X= ≤ = ,得 0C = ,                                      

故                                   ( ) 1 xF x e α−= − ，           

即产品寿命服从指数分布，所以
1EX
α

=  .                                                     
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【例题 3】 

 

 
 
 
【例题 4】 
一袋中有 6 个正品 4 个次品，按下列方式抽样： 
每次取 1 个，取后放回，共取n（ 10n ≤ ）次，其中次品个数记为 X ， 
若一次性取出n个（ 10n ≤ ），其中次品个数记为Y ，则下列正确的是（  ）. 
（A） EX EY>               （B） EX EY<  

（C） EX EY=               （D） n不同， ,EX EY 大小不同. 

【答案】C 

【分析】由题意
2~ ( , ),
5

X B n 故
2 .
5

EX n=   

Y 服从超几何分布 ( ,10,4)H n ，故
4 2 .

10 5
EY n n= ⋅ =   

 .EX EY∴ =  
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【例题 5】 

设
1,
0,

A
X

A


= 


发生

不发生
 ，

1,
0,

B
Y

B


= 


发生

不发生
, 用 ijn 表示下表中“ X 取值为 0 或 1、Y 取值为 0 或 1”的个数，

记
2 2 2 2

1 1 1 1

, ,i ij j ij ij
j i i j

n n n n n n+ +
= = = =

= = =∑ ∑ ∑∑ ( , 1,2)i j = ，下面表称为两因素的“四格表”. 

      Y 
X 

1       0                 

1 11n      12n             1n +  

0 21n      22n            2n +  

 1n+      2n+             n  

 
则下列命题中错误．．的是（  ）. 

（A）若 1n + 给定后，则 11n 服从二项分布 1( , )B n p+ , 其中 ( | )p P B A= , 进一步  12n 服从二项分布

1( ,1 )B n p+ − ；  

（B）若 1n +、 2n + 、 1n+ 、 2n+ 都给定，则 11n 、 12n 、 21n 、 22n 中只有一个是随机变量且服从二项分布； 

（C）当 ij i jn n n n+ +⋅ = ⋅ ( , 1,2)i j = 时, X 与Y 独立；    

（D）若 X 与Y 不相关，则 X 与Y 独立；   

【答案】B 

【分析】 

（A）若 1n +给定后， 11n 与 12n 中只有一个是随机变量，则 11n 服从二项分布 1( , )B n p+ , 其中 ( | )p P B A= , 

进一步 12 1 11n n n+= − 服从二项分布 1( ,1 )B n p+ − ，A 正确； 

（B）若 1n +、 2n + 、 1n+ 、 2n+ 都给定，则 11n 、 12n 、 21n 、 22n 中只有一个是随机变量，但应该服从超几何

分布，例如 1n + =10、 2n + =30、 1n+ =20、 2n+ =20，则 40n = ，相当于共有 40 个样本，其中 10 个 A 发生，

若从中随机抽取 1n+ =20个，则 20个中含有A的个数 11n 的分布列为

20
10 30

11 20
40

( ) ( 0,1, ,10)
k kC CP n k k
C

−

= = = 3 ，

即 11 ~ (40,10,20)n H ；故 B 不正确； 
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（C）当 ij i jn n n n+ +⋅ = ⋅ ( , 1,2)i j = 时 ,等式两边同除以 2n ，则
ij jin nn

n n n
++= ⋅ 等价于 ij i jp p p+ += ⋅

( , 1,2)i j = ，则 X 与Y 独立，故 C 正确；    

 

（D）若 11 1 1cov( , ) 0X Y EXY EXEY p p p+ += − = − ⋅ = ，则 11 1 1p p p+ += ⋅ . 

进一步 1 11 1 1 1 21 1 1 21 2 1(1 )p p p p p p p p p p p+ + + + + + + +− = − ⋅ ⇒ = − ⇒ = ⋅ ， 

同理可得 12 1 2p p p+ += ⋅ 、 22 2 2p p p+ += ⋅ ，则 X 与Y 独立，故 D 正确. 

 
【例题 6】 
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【例题 7】 

设 X 的概率密度为 ( )

1 , 1
4
1 , 1 3,
8
0,

x

f x x

 ≤

= ≤ ≤




其他.

令 ( )
2 1, 1
2, 1

X X
Y g X

X
 + <

= = 
≥

 

求：（I） ( )YF y ；      （II） ( ),Cov X Y . 

【分析】一维随机变量函数的分布与数字特征问题 
【解】 

（I） [ ]3,3X ∈ − ，则 [ ]1,10Y ∈                

X 的分界点 − 3 − 1 1 3 0 

Y 的分界点 10 2 2 2 1 

①当 1y < 时， ( ) ( ) ( ) 0YF y P Y y P= ≤ = ∅ = ; 

②当 10y ≥ 时， ( ) ( ) ( ) 1YF y P Y y P= ≤ = Ω = ; 

③当1 2y≤ < 时, 由全概率分解思想得 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1YF y P Y y P Y y X P Y y X= ≤ = ≤ < + ≤ ≥  

                 ( ) ( )2 1 , 1 2 , 1P X y X P y X= + ≤ < + ≤ ≥
 

                 
( ) ( )1 1, 1P y X y X P= − − ≤ ≤ − < + ∅  

                   ( )1 1 0P y X y= − − ≤ ≤ − +  

                   
1

1

1 1 1
4 2

y

y
dx y

−

− −
= = −∫ ; 

④当2 1y≤ < 时，由全概率分解思想得 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1YF y P Y y P Y y X P Y y X= ≤ = ≤ < + ≤ ≥  

                 ( ) ( )2 1 , 1 2 , 1P X y X P y X= + ≤ < + ≤ ≥  

                 ( ) ( )1 1, 1 1P y X y X P X= − − ≤ ≤ − < + ≥  

                 ( ) ( )1 1 1P y X P X= − − ≤ < + ≥  

                 
1 1 3

1 1 1

1 1 1
8 4 8y
dx dx dx

−

− − −
= + +∫ ∫ ∫  
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                 ( ) ( )1 1 1 11 1 1 5
8 2 4 8

y y= − + − + + = − + ; 

( )
( )

0, 1
1 1, 1 2
2
1 1 5 , 2 10
8
1, 10

Y

y

y y
F y

y y

y

<

 − ≤ <
∴ = 
 − + ≤ <

 ≤

. 

（II） ( , )Cov X Y EXY EX EY= − ⋅ , 

其中 0EX = （由密度函数对称性得）. 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )E XY E Xg X xg x f x dx
+∞

−∞

= = ∫  

       
1

2( 1) ( )x x f x dx
−∞

= +∫
1

2 ( )x f x dx
+∞

+ ⋅∫            ←先根据 g(x)拆分积分限 

       
1 1 3

2 2

3 1 1

1 1 1( 1) ( 1) 2
8 4 8

x x dx x x dx x dx
−

− −

= + ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫ ∫  ←再根据 f(x)拆分积分限 

       213 0 (3 1)
8

= − + + −  

       2= − . 

综上： ( , ) 2Cov X Y EXY EX EY= − ⋅ = − . 
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第 3 部分 二维随机变量及其数字特征 （7） 

【例题 1】 
已知二维随机变量 ( , )X Y 的概率分布为 

X      Y 0 1 
0 a 0.4 
1 0.1 b 

 
若随机事件 { 0}X = 与 { 1}X Y+ = 互相独立，令 max{ , }, min{ , },U X Y V X Y= = 则 { 1}P U V+ = =
________. 
 
【答案】0.5 
【分析】 
解法 1： 
先求出 ( , )X Y 的联合分布列，再求出 ( , )U V 联合分布列，最后求出 { 1}P U V+ = . 
因为{ 0}X = 与{ 1}X Y+ = 独立， 
所以， { 0, 1} { 0} { 1} { 0, 1}P X X Y P X P X Y P X Y= + = = = + = = = = ， 
所以， ( 0.4)(0.1 0.4) 0.4a + + = . 又 0.4 0.1 1a b+ + + = ，综上得 0.4, 0.1.a b= =  
 

X      Y 0 1 
0 0.4 0.4 
1 0.1 0.1 

 
进一步得到： 

U      V 0 1 
0 0.4 0.4 
1 0.5 0.1 

 
⇒ { 1} { 0, 1} { 1, 0} 0 0.5 0.5.P U V P U V P U V+ = = = = + = = = + =  

解法 2：由极值分布特性得 
{ 1} { 1} 0.1 0.4 0.5.P U V P X Y+ = = + = = + =  
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【例题 2】 
 随机变量 ( , )X Y 的概率分布如下， 

1 2

1 11 12

2 21 22

\X Y y y
x p p
x p p

 

下列命题是 X 与Y 独立的充要条件的为（   ）. 

（A）
11 12

21 22

0
p p
p p

≠   （B）秩
11 12

21 22

1
p p
p p
 

= 
 

   （C） 11 12

21 22

p p
p p

≠   （D） 0ijp∀ ≠ （ , 1,2i j = ）
 

【答案】D 
【分析】 

分析：当 X 与Y 独立时， , ,ij i jp p p i j⋅ ⋅= × ∀ ， 

11 12 1

21 22 2

p p p
p p p

⋅

⋅

∴ = = ，即行成比例，排除（C）; 

11 12

21 22

0
p p
p p

⇔ = ，排除（A）; 

⇔秩
11 12

21 22

1
p p
p p
 

= 
 

，（B）正确； 

（D）反例： 

1 2

1

2

\
1 2
8 8
3 2
8 8

X Y y y

x

x

 

 
【例题 3】 

设 ( , )X Y 为二维连续型随机变量，则下列公式各项都有意义条件下必定成立的有（  ）个. 

① ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f x=    

② | ( ) ( ) ( | )X Y X Yf x f y f x y dx
+∞

−∞
= ∫   

③
| 

| 

| 

( ) ( | )
( | )

( ) ( | )
X Y X

X Y

X Y X

f x f y x
f x y

f x f y x dx
+∞

−∞

=
∫

  

④ { } ( ) ( )X YP X Y F y f y dy
+∞

−∞
< = ∫ 其中 ( ) ( )

y

X XF y f x dx
−∞

= ∫  

   (A)1.            (B)2.          (C)3.            (D)4. 
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【答案】 A 

【分析】①需要独立条件才成立；②应该为 | ( ) ( | ) ( ) ( | )X Y X Yf x f x y dy f y f x y dy
+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫ ； 

③
| 

| 

| 

( ) ( | )( ,  )( | )
( ) ( ) ( | )

X Y X
X Y

Y X Y X

f x f y xf x yf x y
f y f x f y x dx

+∞

−∞

= =
∫

 成立； 

④需要独立条件. 
 
 
【例题 4】 

设 ( , )X Y 是二维连续型随机变量，下列各式都有意义，若 X 与Y 独立，则下列式中必成立的个数为（ ）. 

（1） EXY EX EY= ⋅   

（2） | ( | ) ( )X Y Xf x y f x=  

（3） { , } 1 ( ) ( )X YP X x Y y F x F y> > = −  

（4）令Z X Y= + ，则 ( ) ( ) ( )Z X YF z F z y f y dy
+∞

−∞
= −∫  

 (A)1        (B)2          (C)3        (D)4 
 

【答案】C 

【分析】 

（1）成立 
（2）成立 

|
( ) ( )( , )( | ) ( ).

( ) ( )
X Y

X Y X
Y Y

f x f yf x yf x y f x
f y f y

= = =  

（3）不成立 

{ , } 1 {( ) ( )}= 1 {( ) ( )}
                         1 {( ) ( )}
                         1 ( ) ( ).X Y

P X x Y y P X x Y y P X x Y y
P X x Y y
F x F y

> > = − > > − > >
= − ≤ ≤
≠ −

1 

  

 
（4）成立 

( ) { } ( , ) ( ) ( )

             = [ ( ) ] ( ) ( ) ( ) .

Z X Y
x y z x y z

z y

X Y X Y

F z P X Y z f x y dxdy f x f y dxdy

f x dx f y dy F z y f y dy

+ ≤ + ≤

+∞ − +∞

−∞ −∞ −∞

= + ≤ = =

= −

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫


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【例 5】 

设 ( , )X Y 的联合概率密度为 ( )
2, 0 1,0

,
0,

x y x
f x y

< < < <
= 
 其他

 ， 

(I) 求 2Z X Y= − 的概率密度； 

(II) 求
3 1
4 2

P X Y 
≤ = 

 
. 

【分析】二维随机变量函数的分布 条件概率 二维均匀分布 
【解】 
 (I)（解法 1:分布函数法） 

由分布函数的定义 ( ) { } { }2ZF z P Z z P X Y z= ≤ = − ≤ ,                      

1）当 1z < − 时， ( ) 0ZF z = ；                                          

2）当 1 0z− ≤ < 时，积分区域如下图： 
 

 

( ) { } ( ) ( )
( )

1 2
1
22

12 , 2 1
2

x

Z z x z
x y z

F z P X Y z f x y dxdy dx dy z
− −

− ≤

= − ≤ = = = +∫∫ ∫ ∫ ； 

3）当0 1z≤ < 时，积分区域如下图： 
 

 
 

( ) { } { } ( ) ( )2

2

12 1 2 1 , 1 1
2Z

x y z

F z P X Y z P X Y z f x y dxdy z
− >

= − ≤ = − − > = − = − −∫∫ ；                                                                   
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4）当 1z ≥ 时， ( ) 1ZF z = ； 

综上 

                     

( )
( )

( )

2

2

0, 1
1 1 , 1 0
2

11 1 , 0 1
2

1, 1

Z

z

z z
F z

z z

z

< −

 + − ≤ <
= 
 − − ≤ <

 ≥

，                     

所以 ( ) ( )
1 , 1 0
1 0 1
0, 0 1

Z Z

z z
f z F z z z

z z

+ − ≤ <
′= = − ≤ <
 < ≥

，

或

.                                

（解法 2:公式法） 

                       
( ) ( )2 ,Zf z f z y y dy

+∞

−∞
= +∫                    

 

 

密度函数非零要求

1
2 20 2 1

0
0 2

z zy
z y

y
y z y

y z

−− < <
< + < 

⇒ < < < +  > −


 ， 

则 ( ) ( )

1
2

1
2

0

2 1 , 1 0

2 , 2 1 , 0 1

0, 0 1

z

z
z

Z

dy z z

f z f z y y dy dy z z

z z

−

−

−
+∞

−∞


= + − ≤ <


= + = = − ≤ <


< ≥


∫

∫ ∫
或

.        

(II)解法 1：为求
3 1
4 2

P X Y 
≤ = 

 
，先求 ( )| |X Yf x y . 

       ( ) ( )
1
2 2 1 ,0 1

( , )
0

y
Y

dx y y
f y f x y dx

+∞

−∞

 = − < <= = 


∫∫
, 其他

.           

 

在0 1y< < 条件下， 
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( ) ( )
( )|

1 , 1, 1|
0,

X Y
Y

y xf x y yf x y
f y

 < < −= = 
 其他

.             

当
1
2

y = 时， 

|

12, 11
2

2 0,
X Y

x
f x

 < < = 
   其他

， 

所以 

                        

3
4

1
2

3 1 12
4 2 2

P X Y dx 
≤ = = = 

  ∫ .             

解法 2：利用二维均匀分布的条件分布是一维均匀分布. 

即在条件
1
2

Y = 
 

等价于在直线 AB 上随机投点，再要求
3
4

X ≤ 
 

等价于范围缩小到 AC 上随机投点，如

下图， 

 

所以                    

3 1
3 1 14 2

14 2 21
2

ACP X Y
AB

− 
≤ = = = = 

  −
.           
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【例题 6】 

设 X Y( , )的联合概率密度为

1 , 1 1 1
( , ) 2

0,

x y
f x y

 − ≤ ≤ ≤ ≤= 


且0

其他

， 

求：（Ⅰ） | |Z X Y= + 的密度 ( )Zf z ； 

   （Ⅱ） EZ .    
【分析】二维随机变量函数的分布与数字特征 
【解】 

(Ⅰ) 1)当 0z < 时, ( ) 0Zf z = ;   2)当 2z ≥ 时， ( ) 1Zf z = ; 

3）当0 1z≤ < 时，                   

    ( ) ( ) (| | )Zf z P Z z P X Y Z= ≤ = + ≤  

                      (| | , 0) (| | , 0)P X Y z X P X Y z X= + ≤ ≥ + + ≤ <  

                      = ( , 0) ( , 0)P X Y z X P X Y z X+ ≤ ≥ + − + ≤ <  

利用二维均匀分布几何意义，积分区域如下： 
 

 

2 2 21 2 1 1 1 1 1( ) + =
2 2 2 2 2 2 2Z

S S
F z z z z∴ = + = ⋅ ⋅阴 阴 ； 

4）1 2z≤ ≤ 时，      
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23 1 1( ) 1 (2 )
2 2 2 2Z

S S
F z z ∴ = + = × − −  

阴 阴4 212 1 (2 )
2

z× = − − . 

∴ ( )ZF z
2

2

0, 0
1 , 0 1
2

11 (2 ) , 1 2
2

1, 2

z

z z

z z

z

<

 ≤ ≤
= 
 − − ≤ ≤

 ≤

  ，  ∴ ( )Zf z
0 1

( 2 1 <2
0

z z
F z z z

≤ ≤
′= − ≤



,

）= ,

, 其他

. 

（Ⅱ）用公式 

( )ZEZ zf z dz
+∞

−∞

= ∫
1 2

0 1

( 3) 1z zdz z z dz= ⋅ + − =∫ ∫ . 

【评注】如果发现密度关于 1z = 对称，期望可以秒杀得到. 
 
【例题 7】 
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【例题 8】 

已知 ( , )X Y 在下述各区域上服从二维均匀分布，则 X 与Y 不独立且不相关的是（  ）. 

 
【答案】C 

【分析】 

（A）矩形上二维均匀分布，故 X 与Y 独立，所以 X 与Y 不相关； 
（B）（C）（D）都为非矩形区域，故 X 与Y 不独立. 

计算cov( , )X Y EXY EX EY= − ⋅ ，二维均匀分布联合密度均为常数，即
1( , )
( )

f x y
S G

= ， 

1( , )
( )G G

EXY xyf x y dxdy xy dxdy
S G

= =∫∫ ∫∫ ，其中被积函数
1
( )

xy
S G

分别关于 /x y 是奇函数，若积分区域

关于 /x y 是对称的，则 0EXY = . 

所以（C）中积分区域关于 x 轴对称，故 0EXY = ， 0EY = ，所以 X 与Y 不相关. 
而（B），（D）无对称性，故排除. 
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第 4 部分 数字特征、大数定律、中心极限定理 （2） 

 
【例题 1】 

设 X 的概率密度
2

( ) ( )xf x Ae x−= −∞ < < ∞ ，则
2( )XE X e =______ . 

【答案】

1
43

4
e⋅  

【分析】由
2 2

( ) x xf x dx Ae dx A e dx A π
+∞ +∞ +∞− −

−∞ −∞ −∞
= = = ⋅∫ ∫ ∫

1A
π

∴ = . 

2

2

( 0)
12
21 1( ) ( )

12
2

x

xf x e e x
π π

−
−

×−∴ = = −∞ < < +∞
⋅

， 

故
1~ 0,
2

X N 
 
 

. 

则
2 22 2 21 1( )X x x x xE X e x e e dx x e dx

π π

+∞ +∞− − +

−∞ −∞
= ⋅ = ⋅∫ ∫  

           

21( )
2

1 1224 21
12
2

x

e x e dx
π

−
−

+∞ ×

−∞
= ⋅ ⋅

⋅
∫  

           
1

24e EY= ⋅    (其中
1 1~ ( , )
2 2

Y N ) 

           

( )
1

24

21 1
4 41 1 3 .

2 2 4

e DY EY

e e

 = ⋅ + 
 = ⋅ + = ⋅  

   
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【例题 2】 

设 1 2, , , nX X X 是来自总体 (0,1)U 的简单随机样本，当n 充分大时，变量 2

1

1 n

n i
i

Z X
n =

= ∑ 近似服从（   ）. 

（A）
2 ( )nχ       （B） (0,1)N      （C）

1 4( , )
3 45

N    （D）
1 4( , )
3 45

N
n

 

【答案】D 

【分析】由题意 2 2 2
1 2, , , nX X X 独立同分布且 

2 2 2 21 1 1( ) ( ) ,
12 2 3iEX EX DX EX= = + = + = 2

1

1 1 ,
3

n

n i
i

EZ EX
n =

= =∑  

2 2 4 2 2 21 1 4( ) ( ) ,
5 3 45iDX DX EX EX= = − = − = 2

2
1

1 4 ,
45

n

n i
i

DZ DX
n n=

= =∑  

由中心极限定理知，
1 4~ ( , )
3 45nZ N

n
. 

 
 

第 5 部分 数理统计（数学一、数学三公共部分）（5） 

【例题 1】 

设 1, , nX X 是总体 ( ,1)N µ 的简单随机样本，记 

4 10

1 2
1 5

4 10
2 2 2 2
1 2 2

1 5

1 1, ,
4 6

( ) , ( ) .

i j
i j

i j
i j

Y X Y X

S X S X Yµ

= =

= =

= =

= − = −

∑ ∑

∑ ∑
 

则下列选项中不正确．．．的是（   ）. 

（A） 1 2
5~ (0, )

12
Y Y N−   

（B） 1 2

2

12 3 0
2

Y YP
S

  − > = 
   

   

（C） ( )2 2
1 2 20D S S+ =    

（D）当 0µ = 时，令
2

1
2
2

5XQ
S

= ,若给定 (0 1)α α< < 满足 ( )(5,1)P F Fα α> = ，则 ( )1 (1,5)P Q F α α−< = . 

【答案】C 

【分析】 iX 独立同分布服从 ( ,1)N µ ，则: 

第 62 页 共 75 页               2015.12.18 讲授 



2016 新东方考研数学点题讲义          朱杰编著 2015.12.18 

（A） 1 2
1 1~ ( , ), ~ ( , )
4 6

Y N Y Nµ µ 且独立 1 2
1 1 5~ , (0, )
4 6 12

Y Y N N∴ − − + = 
 
µ µ ，故 （A）正确； 

（B）由（A）知 1 2 ~ (0,1)
5

12

Y Y N−
，又 ( )2 2

2 ~ 5S χ ， 2
2S 与 1 2,Y Y 均独立, 

     
1 2

1 2
2

22

5( )
12 12 ~ (5)

5

Y Y Y YT t
SS

−  −
∴ = = 

 
 

     由 t 分布对称性知
1( 0)
2

P T > = ，故（B）正确; 

（C） ( ) ( )
4 10 22 2 2 2 2

1 2 2
1 5

( ) ~ 4 , ~ (5)i j
i j

S X S X Y
= =

= − = −∑ ∑µ χ χ ，又 2 2
1 2,S S 独立, 

( )2 2 2
1 2 ~ 9S S∴ + χ , 2 2

1 2( ) 2 9 18D S S∴ + = × = ，故（C）不正确； 

（D）当 0µ = 时， ( )2 2 2 2
1 2~ (1), ~ 5X Sχ χ ，又 2

1X 与 2
2S 独立， ( )

2 2
1 1
2 2
2 2

1 5 ~ 1,5
5

X XQ F
S S

∴ = = . 

1
1

1 1( (1,5)) ( ) ( (5,1))
(1,5)

P Q F P P F F
Q Fα α

α

α−
−

∴ < = > = > = ； 

综上，选（C）. 
 
【例题 2】 

设 1 2 2, , , nX X X 是 总 体 参 数
2(0, 2 )N 的 简 单 随 机 样 本 ， 令

2

1

1
2

n

k
k

X X
n =

= ∑ ， 则

2
2 1 2

1
( 2 ) =

n

k k
k

D X X X−
=

 + −  
∑ ______________. 

 

【答案】128( 1)n −  

【分析】 

令 2 1 2 ~ (0,8)k k kY X X N−= + ，而 2 1 2
1 1

1 1 1( ) 2 2
n n

k k k
k k

Y Y X X nX X
n n n−

= =

= = + = ⋅ =∑ ∑ ,得 
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2

21

2

1

( )
~ ( 1),

8

( )
=2( 1).

8

n

k
k

n

k
k

Y Y
n

Y Y
D n

χ=

=

−
−

 
− 

 ∴ −
 
  

∑

∑
 

2 2
2 1 2

1 1

( 2 ) = ( ) 128( 1)
n n

k k k
k k

D X X X D Y Y n−
= =

   
∴ + − − = −      

∑ ∑ . 

 
 
【例题 3】 

罐中有 N 个硬币，其中有θ 个是普通硬币（掷出正面与反面的概率各为 0.5）其余 N θ− 个硬币两面都是正

面，从罐中随机取出一个硬币，把它连掷两次，记下结果，但不去查看它属于哪种硬币，如此重复 n 次，

若掷出 0 次、1 次、2 次正面的次数分别为 0 1 2, ,n n n ，( 0 1 2n n n n+ + = ) 

【数学一】 
（I）求θ 的矩估计 1̂θ ，最大似然估计 2̂θ ； 

（II）试问 1̂θ 、 2̂θ 是否为θ 无偏估计？  

（III）当 10N n= = 时，试问 1̂θ 与 2̂θ 哪个更有效？  

【数学三】 
（I）求θ 的矩估计 1̂θ ，最大似然估计 2̂θ ； 

（II）求 1̂Eθ 、 2̂Eθ ; 

（III）求 2̂Dθ ;   

 
【分析】全概率公式 矩估计 最大似然估计 估计量数字特征 

【数学一详解】设 X 为连掷两次正面出现的次数， A = {取出的硬币为普通硬币}，则由全概率公式得     
21( 0) ( ) ( 0 | ) ( ) ( 0 | ) + 0 ,

2 4
NP X P A P X A P A P X A

N N N
θ θ θ−  = = = + = = ⋅ ⋅ =   

  
 

2
1
2

1( 1) ( ) ( 1| ) ( ) ( 1| ) 0
2

NP X P A P X A P A P X A C
N N
θ θ−  = = = + = = ⋅ + ⋅   

   2N
θ

= , 

( 2) ( ) ( 2 | ) ( ) ( 2 | )P X P A P X A P A P X A= = = + =
21 4 31

2 4
N N

N N N
θ θ θ− −  = + ⋅ =   
  

， 

即 X 的分布为： 
              0 1 2

4 3
4 2 4

X
NP

N N N
θ θ θ−                                      
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（I）由
4 3 20 1 2

4 2 4
N NX EX

N N N N
θ θ θ θ− −

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ，解出得θ 的矩估计为： 

                          1̂ (2 )N Xθ = − .                                        

又 0 1 2 1 20 1 2 2= n n n n nX
n n

× + × + × +
= 代入得 

1 1 2
1ˆ (2 ) 2 ( 2 )N X N n n
n

θ  = − = − +  
1 2 0 1(2 2 ) (2 )N Nn n n n n

n n
= − − = + .   

 

似然函数 
0 1 24 3( )

4 2 4

n n nNL
N N N
θ θ θθ −    =      

    
 

        [ ] [ ] [ ]0 1 2ln ln ln(4 ) ln ln(2 ) ln(4 3 ) ln(4 )L n N n N n N Nθ θ θ= ⋅ − + − + − −  

令 0 1 2ln 3 0
4 3

d L n n n
d Nθ θ θ θ

= + − =
−

 

得θ 的最大似然估计为：       2 0 1
4ˆ ( )
3
N n n
n

θ = + .                                             

（II）由 0 1 2
4 3~ , , ~ , , ~ ,

4 2 4
Nn B n n B n n B n

N N N
θ θ θ−    

     
    

， 

1̂Eθ ( )0 1 0 1(2 ) 2 2 .
4 2

N N NE n n En En n n
n n n N N

θ θ θ  = + = + = + =               

2 0 1 0 1
4 4 4ˆ ( ) ( )
3 3 3 4 2
N N NE E n n En En n n
n n n N N

θ θθ θ  = + = + = + =     
.   

由此可见 1̂θ 、 2̂θ 是θ 无偏估计. 

 
（III） 

( ) ( )

( )

2 2 2

2 0 1 0 1 3 3

2

4 4 4 4ˆ ( ) ( )
3 3 3 3

4 4 3 3 4 3 .
3 4 4 3

N N N ND D n n D n n D n n D n
n n n n

N Nn N
n N N n

θ

θ θ θ θ

      = + = + = − =            

−  = × = −   
  

 

当 10N n= = 时， ( )
2

2
4ˆ 40 3

30 3 10
D θ θ θθ θ= − = − ，

2 2
1̂ (2 ) 10DXD D N X N DX N DX

n
θ  = − = = =  ， 

( )
2

22 220 32 , 4 , .
10 10 4 20 100

EX EX DX EX EXθ θ θ θ θ−
= = − = − = − = −  

则
2 2 2

1 2
3 3 4ˆ ˆ10
20 100 2 10 3 10

D Dθ θ θ θ θ θθ θ


= − = − > − =
 

，所以 2̂θ 比 1̂θ 更有效. 
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【数学三详解】 

设 X 为连掷两次正面出现的次数， A =“取出的硬币为普通硬币”，则由全概率公式得 

        
21( 0) ( ) ( 0 | ) ( ) ( 0 | ) + 0 ,

2 4
NP X P A P X A P A P X A

N N N
θ θ θ−  = = = + = = ⋅ ⋅ =   

  
 

2
1
2

1( 1) ( ) ( 1| ) ( ) ( 1| ) 0
2

NP X P A P X A P A P X A C
N N
θ θ−  = = = + = = ⋅ + ⋅   

   2N
θ

= , 

( 2) ( ) ( 2 | ) ( ) ( 2 | )P X P A P X A P A P X A= = = + =
21 4 31

2 4
N N

N N N
θ θ θ− −  = + ⋅ =   
  

， 

即 X 的分布为： 

              
0 1 2

4 3
4 2 4

X
NP

N N N
θ θ θ−

                  

 

（I）由
4 3 20 1 2

4 2 4
N NX EX

N N N N
θ θ θ θ− −

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ，解出得θ 的矩估计为： 

                            
1̂ (2 )N Xθ = − .              

又 0 1 2 1 20 1 2 2= n n n n nX
n n

× + × + × +
= 代入得 

1 1 2
1ˆ (2 ) 2 ( 2 )N X N n n
n

θ  = − = − +  
1 2 0 1(2 2 ) (2 )N Nn n n n n

n n
= − − = + .

 

似然函数 
0 1 24 3( )

4 2 4

n n nNL
N N N
θ θ θθ −    =      

    
 

        [ ] [ ] [ ]0 1 2ln ln ln(4 ) ln ln(2 ) ln(4 3 ) ln(4 )L n N n N n N Nθ θ θ= ⋅ − + − + − −  

令 0 1 2ln 3 0
4 3

d L n n n
d Nθ θ θ θ

= + − =
−

 

得θ 的极大似然估计为：       2 0 1
4ˆ ( )
3
N n n
n

θ = + .                         

（II）由 0 1 2
4 3~ , , ~ , , ~ ,

4 2 4
Nn B n n B n n B n

N N N
θ θ θ−    

     
    

， 

( )1 0 1 0 1
ˆ (2 ) 2 2 .

4 2
N N NE E n n En En n n
n n n N N

θ θθ θ  = + = + = + =     
            

2 0 1 0 1
4 4 4ˆ ( ) ( )
3 3 3 4 2
N N NE E n n En En n n
n n n N N

θ θθ θ  = + = + = + =     
.       

 
（III） 
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( ) ( )

( )

2 2 2

2 0 1 0 1 3 3

2

4 4 4 4ˆ ( ) ( )
3 3 3 3

4 4 3 3 4 3 .
3 4 4 3

N N N ND D n n D n n D n n D n
n n n n

N Nn N
n N N n

θ

θ θ θ θ

      = + = + = − =            

−  = × = −   
  

 

                                                                                                                                    
 
【例题 4】 
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【例题 5】 

设 1 2, , , nX X X 来自总体 X 的密度函数
( ) ,( ; )

0,

xe xf x
θ θ

θ
− − >= 

 其他
的一个简单随机样本， 

（I）求θ 的极大似然估计 1̂θ ，并求 1̂( )E θ 、 1̂( )D θ ； 

（II）求θ 的矩估计 2̂θ ，并求 2̂( )E θ 、 2̂( )D θ ； 

（III）数理统计中有一个均方误差准则（MSE 准则）： 

设θ̂ 是θ 的估计量，称 2ˆ( )E θ θ− 为估计量θ̂ 与参数真值θ 的均方误差，简记为 ˆMSE( )θ ，即 ˆMSE( )θ

2ˆ( )E θ θ= − . 

求证： 2 2ˆ ˆ ˆ ˆMSE( ) ( ) ( ) ( )E D Eθ θ θ θ θ θ= − = + −  

（IV） 均方误差是评价点估计的最一般的标准，均方误差越小的估计越好。请问在均方误差准则下，当 2n >

时， 1̂θ 与 2̂θ 哪个更好？【数学一】 

【解答】 

（I）似然函数为：
( ){ }

11

( ) expi
n n

x
i

ii

L e x nθθ θ− −

==

 = = − + 
 
∑∏  

显然 ( )L θ 是θ 的单调增函数，因此θ 的最大似然估计为 1 (1)
ˆ Xθ = .        

又 (1)X 的密度函数为 ( ) ( ) ,n xg x ne xθ θ− −= > ，故 

( ) ( )1 0

1ˆ( ) d dn x ntE xne x t ne t
n

θ

θ
θ θ θ

+∞ +∞− − −= = + = +∫ ∫ . 

( ) ( )2 2 2 2 2
1 20

2 2ˆ( ) d 2 dn x ntE x ne x t t ne t
n n

θ

θ
θ θ θ θ θ

+∞ +∞− − −= = + + = + +∫ ∫ , 

        
2

2
1 2 2

2 2 1 1ˆ( )D
n n n n

θθ θ θ = + + − + = 
 

.                      

（II）由于 ( ) ( )d 1xE X xe xθ

θ
θ

+∞ − −= = +∫ ，令 1 Xθ + = ， 
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所以θ 的矩估计为：                    2̂ 1Xθ = − .                    

又        ( ) ( )2 2 2d 2 2xE X x e xθ

θ
θ θ

+∞ − −= = + +∫ ， ( ) 1D X = ， 

          2̂( )E θ θ= , 2
1ˆ( ) ( 1)D D X
n

θ = − = .                           

【评注】利用平移方法可以快速得到 1̂θ 与 2̂θ 的期望与方差。 

（III）由 MSE 准则的定义得到 

22

2 2

2 2

2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMSE( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2( )( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2 ( )( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2( )( )

ˆ ˆ( ) ( ) .

E E E E

E E E E E

E E E E E E E

E E E E E E E

D E

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ

 = − = − + − 
 = − + − + − − 

   = − + − + − −   
 = − + − + − − 

= + −

                                                         

（IV）由（I）得

2
2

1 1 1 2 2

1 1 2ˆ ˆ ˆMSE( ) ( ) ( ) = ,D E
n n n

θ θ θ θ θ θ = + − + + − = 
 

 

由（II） ( )22
2 2 2

1 1ˆ ˆ ˆMSE( ) ( ) ( ) = ,D E
n n

θ θ θ θ θ θ= + − + − =  

所以当 2n > 时， 1 2
ˆ ˆMSE( ) MSE( )θ θ< ，所以 1̂θ 比 2̂θ 更好.                
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第 6 部分 区间估计与假设检验（数学一）（7） 

【例 1】 
 

I）设连续性随机变量 X 的 r 阶绝对矩 (| | ), 0rE X r > 存在，则对任何 0ε > ，有  

| |(| | )
r

r

E XP X ε
ε

≥ ≤ ； 

II）设 1 2, , , nX X X 为来自正态总体
2~ ( , )X N µ σ 的一个简单随机样本，而 0na > 已知，且 lim 1nn

na
→+∞

= ，

则有
2 2

1

ˆ ( )
n

n n i
i

a X Xσ
=

= −∑ 是 2σ 的一致估计. 

【分析】期望不等式证明，统计量数字特征，一致估计 

【解】I）设随机变量 X 的密度函数为 ( )f x  

| | | | | |

| | 1(| | ) ( )d ( )d | | ( )d
r

r
r rx x x

xP X f x x f x x x f x x
ε ε ε

ε
ε ε≥ ≥ ≥

≥ = ≤ =∫ ∫ ∫  

1 | || | ( )d
r

r
r r

E Xx f x x
ε ε

+∞

−∞
≤ =∫  . 

II）由于
2 2

2
1

1 ( ) ~ ( 1)
n

i
i

X X nχ
σ =

− −∑ ，即

2
2

2

ˆ
~ ( 1)n

n

n
a
σ χ
σ

− ， 

则 
2 2

2 2

ˆ ˆ
1, 2( 1)n n

n n

E n D n
a a
σ σ
σ σ

   
= − = −   

   
，

2 2 2 2 4ˆ ˆ( ) ( 1) , ( ) 2( 1)n n n nE n a D n aσ σ σ σ= − = − . 

                  
24 2 2 2 4ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)( 1)n n n nE D E n n aσ σ σ σ = + = − +   

进而有               2 2 2 4 2 2 4ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2 ( )n n nE E Eσ σ σ σ σ σ − = − +   

                        

2 4

2 4

( 1)( 1) 2( 1) 1

( 1) (2 ) .

n n

n n n

n n a n a

na a a

σ

σ

 = − + − − + 
 = − + − 

 

又由于 lim 1nn
na

→+∞
= ，则 lim 0nn

a
→+∞

= . 

对任意 0ε > ，由 I）不等式： ( )
2 2 2

2 2
2

ˆ( )
ˆ n

n

E
P

σ σ
σ σ ε

ε

 − − ≥ ≤ ； 

( )
2 2 2

2 2 2 4
2 2

ˆ( ) 1ˆlim lim lim ( 1) (2 ) 0n
n n n nn n n

E
P na a a

σ σ
σ σ ε σ

ε ε→+∞ →+∞ →+∞

 −   − ≥ ≤ = − + − = 
，
即

2ˆnσ 为 2σ 的一致估计.     
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【例 2】 

设 总 体 ( )2~ ,X N µ σ 来 自 X 的 一 个 样 本 为 ： 1 2 2, , , nX X X ， 记
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ，

( ) ( )
22 2

1 1

n n

i i
i i n

T X X X µ
= = +

= − + −∑ ∑ ，当 µ 已知时,基于T 构造估计 2σ 的置信水平为1 α− 的置信区间为

（   ）. 

 

（A）

2 2

2 2
1

,
(2 ) (2 )

T T
n nα αχ χ−




 
 

         （B）
2 2

2 2
1

,
(2 ) (2 )
T T

n nα αχ χ −




 
 

   

（C）
2 2

2 2
1

,
(2 1) (2 1)
T T

n nα αχ χ−




 − − 
  （D）

2 2

2 2
1

,
(2 1) (2 1)

T T
n nα αχ χ −




 − − 
   

【答案】D 

【分析】 ( ) ( )
22 22 2

2 2
1 1

1 1~ ( 1), ~ ( )
n n

i i
i i n

X X n X nχ µ χ
σ σ= = +

− − −∑ ∑ ，相互独立，则 

2
2 ~ (2 1)T nχ

σ
− . 

而                   
2 2

2 2
1 2(2 1) (2 1) 1TP n nα αχ χ α

σ−

 − < < − = − 
 

 

即                   

2 2

2
2 2

1

1
(2 1) (2 1)

T TP
n nα α

σ α
χ χ −

 
 < < = −
 − − 

，选 D. 
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【例题 3】 

设总体 ~ ( ,8)X N µ ， µ 为未知参数， 1 2 32, , ,X X X3 是取自总体 X 的一个简单随机样本，如果以区间

1, 1X X − +  作为 µ 的置信区间，则置信水平 =        .（精确到 3 位小数，参考数值：

( ) ( ) ( )2 0.977, 3 0.999, 4 1Φ = Φ ≈ Φ ≈ ）  

【答案】0.954 

【分析】
1~ ,
4

X N µ 
 
 

，标准化 ( )~ 0,1
1 / 2

X Nµ− . 

如果以区间 1, 1X X − + 作为µ 的置信区间，则置信水平 

{ }1 1 1 .P X Xα µ− = − ≤ ≤ +  

                                
{ } 1 11 1

1/ 2 1/ 2 1/ 2
XP X P µµ  − −

= − ≤ − ≤ = ≤ ≤ 
 

 

                                ( )2 2 1 2 0.977 1 0.954= Φ − = × − = . 

因此，所求置信水平为 0.954.                                     
 
 
【例题 4】 

设某高校学生身高 X 服从正态分布 2( , )N µ σ ，其中 2σ 已知，对同一批样本数据，下列关于平均身高µ的

置信区间与假设检验陈述错误的．．．是（   ）. 

(A) 对假设检验问题 0 : 165H µ = （厘米）， 1 : 165H µ ≠ （厘米），若在显著性水平 0.05α = 下拒绝 0H ，

则在显著性水平 0.1α = 下必定拒绝 0H . 

(B) 显著性水平α 的意义是在 0H 为真时，由样本数据拒绝 0H 的最大概率. 

(C) 对于区间估计，当置信水平1 α− 变大时，µ的置信区间长度变长. 

(D) 当 0.05α = ，若由样本数据得到 µ的置信区间为 ( )165,168 （厘米），则此区间覆盖参数 µ的置信水平

为1 95%α− = . 
【答案】D 
 
【分析】 
(A)若在显著性水平 0.05α = 下样本值落入拒绝域，当显著性水平增大到 0.1α = 时，样本数据必定落在新

的拒绝域内，所以必定拒绝 0H ； 
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(B) 显著性水平的教科书定义，故正确； 

(C) 对于区间估计，当置信水平1 α− 变大时，µ的置信区间长度 L 变长，如下图所示： 

 

(D) 置信区间准确理解应该为随机区间 2 2( ( 1) , ( 1) )S SX t n X t n
n nα α− − + − 参数覆盖参数 µ 的概率达

到1 95%α− = . 对于一个具体的数字区间 ( )165,168 ，要么有 ( )165,168µ∈ ，此时 { }165 168 1P µ< < = ; 

要么有 ( )165,168µ∉  , 此时 { }165 168 0P µ< < = . 

【例题 5】 
所谓假设检验的 p 值，是指在一个假设检验问题中，利用观测值能够做出拒绝原假设的最小显著性水平. 如
果 p 值小于显著性水平α ，则相应的检验统计量的值落在拒绝域中. 因此在假设检验中，可以利用 p 值来

进行决策. 

设总体 ~ ( ,9)X N µ ， 1 2 9, , ,X X X 为来自总体 X 的一个简单随机样本，其样本均值为 12x = ，检验假

设 0 1: 10 : 10H Hµ µ= ↔ ≠ ,检验的显著性水平 0.05α = ，则下列判断正确的是（    ） . （附：

(1.96) 0.975, (2) 0.9772Φ = Φ = ） 

（A）接受 0H ， 0.0546p =    （B）接受 0H ， 0.0456p =    

（C）拒绝 0H ， 0.0456p =   （D）拒绝 0H ， 0.0546p =    

【答案】C 

【分析】检验的拒绝域为： 0.025
10 9 1.96

3
X z

 −
≥ = 

 
，而 10 12 10 2 1.96x − = − = > ，故拒绝原假设.

下面求检验的 p 值： 

[ ]10 9 2 2 1 (2) 2(1 0.9772) 0.0456
3

Xp P
 −

= > = −Φ = − =
 

，选 C. 
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由 p 值的意义可知当显著性水平α 降低到0.0456时仍会做出拒绝的选择.  

【例题 6】 

设 X 为来自总体 2~ ( , )X N µ σ （其中 2σ 未知）的一个简单随机样本的样本均值，若已知在置信水平1 α− 下，

µ 的置信区间长度为 2，则在显著性水平α 下，对于假设检验问题 0 : 1H µ = , 1 : 1H µ ≠ ,要使得检验结果接

受 0H ，则应有（  ）. 

 (A) ( 1,1)X ∈ −           (B) ( 1,3)X ∈ −  

 (C)  ( 2, 2)X ∈ −         (D) (0, 2)X ∈  

【答案】D 

【分析】如果 2σ 未知，置信区间为 2 2( ( 1) , ( 1) )S SX t n X t n
n nα α− − + − ，则置信区间长度为

22 ( 1) 2St n
nα − = ，则 2 ( 1) 1St n

nα − = .要使得检验结果接受 0H ，则应有
1XT

S n
−

= 2 ( 1)t nα< − ,即 

2 2( 1) ( 1)1 ,1 (0,2)S St n t nX
n nα α− − ∈ − + = 

 
时，接受 0H . 

 
【例题 7】 
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